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Звертаємо увагу, що пропоновані матеріали є вказівками до розв’язання задач ІІ етапу олімпіади з математики і не містять повного обґрунтування. Окрім того учні можуть знайти розв’язок, якій відрізняється від запропонованого.

6 класс
1. Решите следующий числовой ребус. Здесь цифры заменены буквами, причём одинаковыми буквами заменены одинаковые цифры, а разными буквами – неодинаковые цифры. 
О т в е т: 3125:25=125
[image: image11.png]


[image: image12.png]


2. Разрежьте фигуру изображенную на рисунке на 8 одинаковых частей.
3. В парке росли липы и клёны. Клёнов среди них было 60%. Весной в парке посадили липы, после чего клёнов стало 20%. А осенью посадили клёны, и клёнов стало снова 60%. Во сколько раз увеличилось количество деревьев в парке за год?

О т в е т: в 6 раз. 

До начала посадок липы составляли 2/5, а клёны— 3/5 всех деревьев в парке. К лету число клёнов не изменилось, однако они стали составлять 1/5 всех деревьев. Следовательно, количество всех деревьев в парке увеличилось втрое. При этом липы составляли 4/5 всех деревьев. К зиме не изменилось количество лип, но они стали составлять 2/5 всех деревьев. Следовательно, количество всех деревьев увеличилось ещё вдвое. Таким образом, за год количество деревьев увеличилось в 6 раз.
4. Если у осьминога чётное число ног, он всегда говорит правду. Если нечётное, то он всегда лжёт. Однажды зелёный осьминог сказал тёмно-синему: 
– У меня 8 ног. А у тебя только 6. 
– Это у меня 8 ног, – обиделся тёмно-синий. – А у тебя всего 7. 
– У тёмно-синего действительно 8 ног,– поддержал фиолетовый и похвастался:– А вот у меня целых 9! 
– Ни у кого из вас не 8 ног,– вступил в разговор полосатый осьминог.– Только у меня 8 ног! 
У кого из осьминогов было ровно 8 ног?
О т в е т: 8 ног было у полосатого осьминога. 

Если фиолетовый осьминог говорит правду, то у него чётное число ног. Но в таком случае он не может сказать, что у него 9 ног. Значит, фиолетовый осьминог лжёт. Поэтому у тёмно-синего осьминога не 8 ног. Но тёмно-синий говорит, что у него 8 ног, то есть лжёт. Поэтому у него нечётное число ног. Сказав, что у тёмно-синего осьминога 6 ног, зелёный солгал. Поэтому он солгал и в первый раз, и у него не 8 ног. Итак, первое утверждение полосатого осьминога верно. Значит, верно и второе, и у него действительно 8 ног. А у остальных осьминогов нечётное число ног.
7 класс

1. Знайдіть всі значення параметра а, при яких число 7 є єдиним коренем рівняння 
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2. Петя и Вася живут в соседних домах (см. план на рисунке 3). Вася живёт в четвёртом подъезде. Известно, что Пете, чтобы добежать до Васи кратчайшим путём (не обязательно идущим по сторонам клеток), безразлично, с какой стороны обегать свой дом. Определите, в каком подъезде живёт Петя. 
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О т в е т: в шестом подъезде. Кратчайший путь от точки A до Васиного подъезда— отрезок AD. Кратчайший путь от точки B до Васиного подъезда—это путь по отрезку BC, а далее— по отрезку CD. Так как треугольники AED и CEB равны, AD=BC. Поэтому пути от точек A и B до Васиного подъезда отличаются на 4 клетки. Так как пути от Петиного подъезда через «верхний» угол (т. е. через точку A) и через «нижний» угол (т. е. через точку B) равны, путь от Петиного подъезда до точки A должен быть длиннее на 4 клетки, чем путь до точки B. Значит, Петя живёт в шестом подъезде.
3. У подводного царя служат осьминоги с шестью, семью или восемью ногами. Те, у кого 7 ног, всегда лгут, а у кого 6 или 8 ног, всегда говорят правду. Встретились четыре осьминога. Синий сказал: «Вместе у нас 28 ног», зелёный: 4 «Вместе у нас 27 ног», жёлтый: «Вместе у нас 26 ног», красный: «Вместе у нас 25 ног». У кого сколько ног?
О т в е т: у зелёного осьминога 6 ног, а у остальных по 7 ног. 

Так как осьминоги противоречат друг другу, то возможны два случая: либо все осьминоги лгут, либо ровно один из них говорит правду. Если все осьминоги лгут, то у каждого из них по 7 ног. Значит, вместе у них 28 ног. Но тогда синий осьминог сказал правду— противоречие. Если же три осьминога солгали, а четвёртый сказал правду, то у солгавших осьминогов должно быть по 7 ног, а у сказавшего правду — либо 6, либо 8. Поэтому вместе у них либо 27, либо 29 ног, то есть правду сказал зелёный осьминог. Таким образом, у зелёного осьминога 6 ног, а у остальных по 7 ног.
4. На каждом из двух огородов Дед посадил по одинаковому количеству репок. Если в огород заходит Внучка, то она выдёргивает ровно 1/3 репок, имеющихся к этому моменту. Если заходит Жучка, то она выдёргивает 1/7 репок, а если заходит Мышка, то она выдёргивает только 1/12 репок. К концу недели на первом огороде осталось 7 репок, а на втором— 4. Заходила ли Жучка во второй огород?
О т в е т: да, заходила. 

Так как во втором огороде меньше репок, туда кто-то заходил. Подумаем, кто туда заходил последним. Если это была Мышка, то до её визита на огороде было 4:11/12 =4 4/11 репки. Если это была Жучка, то до её визита на огороде было 4:6/7 =4 2/3 репки. Так как число репок всегда целое, это могла быть только Внучка, и до её прихода на огороде было 4:2/3 =6 репок. Число репок до посещения Внучки меньше 7, значит, до этого в огород кто-то заходил. Аналогично предыдущему можно убедиться, что это могла быть только Жучка (и до её прихода на огороде было 6:6/7 =7 репок).
Так как огород с 7 репками не мог получиться после визита одного из персонажей, больше в огород никто не заходил. То есть Дед посадил на каждом огороде по 7 репок.
8 класс

1. При яких значеннях параметра а рівняння 
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 має невід’ємні корені?
2. На гипотенузе AB прямоугольного треугольника ABC выбрана точка K, для которой CK=BC. Отрезок CK пересекает биссектрису AL в её середине. Найдите углы треугольника ABC. 
О т в е т: ∠A=36◦, ∠B=54◦.[image: image15.png]



Обозначим точку пересечения отрезков CK и AL за O. Заметим, что CO — медиана к гипотенузе прямоугольного треугольника ACL. Значит, AO=OC=OL, а ∠OCA=∠OAC=∠OAK (последнее равенство верно, так как AO— биссектриса). Обозначим этот угол за a. Тогда ∠A=2a. Найдём ∠B. Так как треугольник CBK равнобедренный, этот угол равен внешнему углу CKB треугольника CKA, то есть ∠B=∠ACK +∠KAC=3a.
Наконец, из того, что ∠B+∠A=90◦, получаем, что 2a+3a=90◦. Значит, a=18◦. Соответственно, ∠B=3·18◦=54◦, а ∠A=2·18◦=36◦.
3. На доске написано: В этом предложении ...% цифр делятся на 2, ...% цифр делятся на 3, а ...% цифр делятся и на 2, и на 3. Вставьте вместо многоточий какие-нибудь целые числа так, чтобы написанное на доске утверждение стало верным.
О т в е т: «В этом предложении 70 % цифр делятся на 2, 60 % цифр делятся на 3, а 40 % цифр делятся и на 2, и на 3» или «В этом предложении 80 % цифр делятся на 2, 60 % цифр делятся на 3, а 40 % цифр делятся и на 2, и на 3». 
Объясним, как можно было такой ответ искать. Всего в обсуждаемом предложении не более 3·2+4=10 цифр. Поэтому каждое пропущенное число двузначно. Т. е. всего цифр в предложении ровно десять, а значит, все пропущенные числа заканчиваются на 0. Значит, в предложении содержатся 3 нуля. Каждый из этих трёх нулей делится и на 2, и на 3, поэтому все пропущенные числа не меньше 30. Учитывая, что в предложении уже имеются 17 две двойки и две тройки, получаем, что первые два числа лежат между 50 и 80, а третье— между 30 и 60. Дальше уже не так сложно найти ответ перебором. Но можно воспользоваться методом последовательных исправлений.

4. В каждой клетке квадрата 101×101, кроме центральной, стоит один из двух знаков: «поворот» или «прямо». Машинка въезжает извне в произвольную клетку на границе квадрата, после чего ездит параллельно сторонам клеток, придерживаясь двух правил: 1) в клетке со знаком «прямо» она продолжает путь в том же направлении; 2) в клетке со знаком «поворот» она поворачивает на 90◦ (в любую сторону по своему выбору). Центральную клетку квадрата занимает дом. Можно ли расставить знаки так, чтобы у машинки не было возможности врезаться в дом?
О т в е т: как бы ни были расставлены знаки, машинка может врезаться в дом.

Если машинка въезжает в правый нижний угол, то какой бы знак там ни стоял, она может проехать как вверх, так и налево Поэтому правый нижний угол можно выкинуть и считать, что машинка сразу въезжает (в произвольном направлении) в оставшуюся часть 
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Но теперь справа внизу появилась новая угловая клетка, которую можно выкинуть аналогичным образом. Повторяя такое рассуждение, каждый раз можно выкидывать из доски клетку, правее и ниже которой ничего нет, пока центральная клетка не станет доступна извне.
9 класс

1. При яких значеннях параметра а рівняння 
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 має невід’ємні корені?
2. После урока на доске остался график функции y=k/x и пять прямых, параллельных прямой y=kx (k≠0). Найдите произведение абсцисс всех десяти точек пересечения.
О т в е т: −1. 
Любая прямая, параллельная прямой y=kx, имеет уравнение y=kx+b, где b — некоторая константа. Абсциссами точек её пересечения с гиперболой y= k x являются оба корня уравнения k x =kx+b. Оно равносильно квадратному уравнению kx2+bx−k=0. По теореме Виета произведение корней этого уравнения равно –k/k=−1. Перемножив пять таких произведений, получаем ответ.
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3. Угол B при вершине равнобедренного треугольника ABC равен 120◦. Из вершины B выпустили внутрь треугольника два луча под углом 60◦ друг к другу, которые, отразившись от основания AC в точках P и Q, попали на боковые стороны в точки M и N. Верно ли, что площадь треугольника PBQ равна сумме площадей треугольников AMP и CNQ. 
О т в е т: да. 

[image: image17.png]Ny



Отразим точку B относительно прямой AC; пусть при этом отражении она переходит в точку B1. Продлим BP и BQ до пересечения с AB1 и CB1 в точках M1 и N1. Тогда треугольники AMP и AM1P, а также CNQ и CN1Q равны, и сумма площадей треугольников AM1P, CN1Q и пятиугольника M1PQN1B1 равна половине площади ромба ABCB1.
Теперь покажем, что площадь четырёхугольника M1BN1B1 также равна половине площади ромба ABCB1. Для этого заметим, что ∠M1BB1+∠B1BN1=60◦=∠B1BN1+∠N1BC, а стало быть, треугольники M1BB1 и N1BC равны по стороне (BB1=BC) и двум прилежащим к ней углам. Поскольку площадь треугольника B1BC равна половине площади ромба ABCB1, то и площадь четырёхугольника M1BN1B1 равна половине площади ромба ABCB1. Стало быть, [image: image6.png]Sasp+ Sar poni +Sexne=Spos+ Sauipenii



 поэтому площадь треугольника PQB равна сумме площадей треугольников AM1P и CN1Q, а значит, и сумме площадей треугольников AMP и CNQ.
4. Двое играющих по очереди пишут — каждый на своей половине доски — по одному натуральному числу (повторения разрешаются) так, чтобы сумма всех чисел на доске не превосходила 10000. После того, как сумма всех чисел на доске становится равной 10000, игра заканчивается подсчётом суммы всех цифр на каждой половине. Выигрывает тот, на чьей половине сумма цифр меньше (при равных суммах — ничья). Может ли кто-нибудь из игроков выиграть, как бы ни играл противник?
О т в е т: второй игрок может выиграть. 
Ясно, во-первых, что второй может гарантировать себе ничью: ему достаточно всё время писать числа с суммой цифр 1 (например, просто число 1)— действительно, он делает не больше ходов, чем первый, и на каждом ходе пишет число с не большей суммой цифр. Более того, по той же причине первый игрок проиграет, если хотя бы один раз напишет число с суммой цифр больше 1. Пусть теперь оба игрока пишут только числа с суммой цифр 1 – т.е. 1, 10, 100, 1000 или 10000. Тогда проиграть второй не может, а чтобы выиграть, ему нужно вынудить противника сделать больше ходов; или, что то же самое, сделать последний ход. Докажем, что отвечая на числа 10 и 1000 числом 1, а на числа 100 и 1 числом 10, второй игрок добьётся успеха. Действительно, после каждого его хода сумма чисел на доске делится на 11, а 10000 на 11 не делится. Поэтому остаётся лишь проверить, что такой ход всегда легален – т.е. что после него сумма не станет больше 10000. Для этого заметим, что первое большее 10000 число, делящееся на 11, – это 10010, а его нельзя получить, прибавляя 1 или 10 к числу, меньшему 10000.
10 класс

1. При каких значениях a сумма квадратов корней уравненияx2–2ax+a2–a=0 больше чем 12?  

О т в е т: a>2.
Дискриминант уравнения x2–2ax+a2–a=0 равен 4a. Поэтому действительные корни этого уравнения существуют, если a>0. Применяя к данному уравнению теорему Виета получаем x1+x2=2a и x1·x2=a2–a. Отсюда x12+x22=(x1+x2)2–2x1·x2=2a2+2a. Решениями неравенства 2a2+2a>12, удовлетворяющими условию a і 0, являются числа a>2.
2. Через терминал оплаты на мобильный телефон можно перевести деньги, при этом взимается комиссия— целое положительное число процентов. Федя положил целое количество рублей на мобильный телефон, и его счёт пополнился на 847 рублей. Сколько денег положил на счёт Федя, если известно, что комиссия менее 30%?

О т в е т: 1100 рублей. Пусть Федя положил n рублей, а взимаемая комиссия составляет k%. Тогда 847/(100−k)=n/100, то есть 84700=(100−k)n. Разложим число 84700 на простые множители, получим: 84700=2·2·5·5·7·11·11. По условию задачи 70<100−k<100 поэтому необходимо найти все числа, делящие 84700 из этого диапазона. Небольшим перебором выясняется, что единственный подходящий вариант – это 7·11=77, значит, k=23. Таким образом, Федя положил на телефон n=84700/77=1100 рублей
3. Назовём последовательность натуральных чисел интересной, если каждый её член, кроме первого, является либо средним арифметическим, либо средним геометрическим двух соседних с ним членов. Сеня начал последовательность с трёх натуральных чисел, образующих возрастающую геометрическую прогрессию. Он хотел бы продолжить свою последовательность до бесконечной интересной последовательности, которая ни с какого момента не становится ни арифметической, ни геометрической прогрессией. Может ли оказаться, что этого нельзя сделать?
О т в е т: последовательность всегда можно продолжить. 

Первые три члена a1, a2, a3 образуют возрастающую геометрическую прогрессию и, значит, имеют вид a, aq, aq2 для некоторого q>1. Далее последовательность будем продолжать таким образом, чтобы третий член был средним арифметическим своих соседей, четвёртый – средним геометрическим своих соседей, пятый – средним арифметическим и так далее, чередуя. Легко видеть, что последовательность будет возрастающей. 

Докажем, что возникающая последовательность состоит из натуральных чисел. Так как третий член есть среднее арифметическое своих соседей, получаем a4 =2a3−a2 =2aq2−aq=aq(2q−1). Ясно, что это число целое (как сумма целых чисел), а так как исходная последовательность была возрастающей – даже натуральное. Далее, так как a4 — среднее геометрическое своих соседей, то [image: image7.png]as=gt
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Так как числа a1, a2, a3 целые, то и a5 – тоже целое, а так как последовательность возрастает – даже натуральное. Заметим, что три последних члена a3, a4, a5 опять образуют геометрическую прогрессию. Поэтому, в силу доказанного выше, a6 и a7 снова окажутся натуральными, и при этом a5, a6, a7 образуют геометрическую прогрессию. Продолжая так далее, получим бесконечную последовательность натуральных чисел, в которой каждый чётный член есть среднее геометрическое своих соседей, а каждый нечётный (кроме самого первого) – среднее арифметическое. Осталось заметить, что, так как среднее арифметическое двух различных чисел не равно среднему геометрическому, то наша последовательность ни с какого места не становится ни арифметической, ни геометрической прогрессией.
4. Стороны BC и AC треугольника ABC касаются соответствующих вневписанных окружностей в точках A1, B1. Пусть A2, B2 – ортоцентры треугольников CAA1 и CBB1. Верно ли, что прямая A2B2 перпендикулярна биссектрисе угла C.
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О т в е т: да.

Опустим из B и A1 высоты на AC соответственно в точки B3 и B4, аналогично построим точки A3 и A4. Заметим, что AB1=BA1=p−c, где p – полупериметр треугольника ABC. Таким образом, A3A4=B3B4=(p−c) cos g. Отрезки A3A4 и B3B4 являются проекциями отрезка A2B2 на прямые AC и BC, но эти отрезки равны, поэтому отрезок A2B2 с ними составляет равные углы. Значит, он либо перпендикулярен биссектрисе угла ∠C, либо параллелен ей. Обозначим ортоцентр треугольника ABC за H. Заметим, что так как B1 лежит на отрезке AC, то A4 лежит на отрезке A3C, а значит B2 лежит на луче HB3. Аналогично A2 лежит на луче HA3. Значит, биссектриса угла A3HB3 пересекает отрезок A2B2. Но эта биссектриса параллельна биссектрисе угла ACB (так как в четырёхугольнике HA3CB3 углы A3 и B3 — прямые). Таким образом, получаем, что A2B2 не параллелен биссектрисе угла C, значит, он ей перпендикулярен, что и требовалось доказать.
11 класс
1. Знайдіть всі значення параметра p при яких рівняння 
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2. Когда из бассейна сливают воду, уровень h воды в нём меняется в зависимости от времени t по закону h(t)=at2+bt+c, а в момент t0 окончания слива выполнены равенства h(t0)=h′(t0)=0. За сколько часов вода из бассейна сливается полностью, если за первый час уровень воды в нём уменьшается вдвое?
О т в е т: 2+√2. Так как h′(t0)=0 и h(t0)=0, то a≠0 (в противном случае функция h была бы нулевой, и уровень воды в бассейне, вопреки условию задачи, не мог бы понизиться), а абсцисса и ордината вершины параболы y=h(t) равны соответственно t0 и 0, поэтому h(t)=a(t−t0)2, t≤0. Обозначив через T искомое время полного слива бассейна, из условия задачи имеем h(t0−T)=2h(t0−T+1) ⇒ aT2=2a(T−1)2 ⇒ ⇒ T2−4T+2=0 ⇒ T=2±√2 и, учитывая, что T>1, окончательно получаем T=2+√2.
3. Квадрат разрезали на конечное число прямоугольников. Верно ли, что всегда найдётся отрезок, соединяющий центры (точки пересечения диагоналей) двух прямоугольников, не имеющий общих точек ни с какими другими прямоугольниками, кроме этих двух?
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О т в е т: да, всегда. 

Рассмотрим прямоугольник P в левом верхнем углу. Пусть с ним граничат снизу прямоугольники A1, ..., An в порядке слева направо, справа – B1, ..., Bm в порядке сверху вниз. Тогда либо нижние стороны P и Bm лежат на одной прямой, либо правые стороны P и An лежат на одной прямой, иначе прямоугольники An и Bm пересекаются. Без ограничения общности будем считать, что на одной прямой лежат нижние стороны P и Bm. Выберем прямоугольник Bi, на границе которого лежит середина правой стороны P. Если таких два, можно выбрать любой. Тогда отрезок I, соединяющий середины P и Bi, не пересекает других прямоугольников: правую сторону P I пересекает в точке между серединой правой стороны P и серединой левой стороны Bi.
4. Дано целое число n>1. Двое игроков по очереди отмечают точки на окружности: первый – красным цветом, второй – синим (отмечать одну и ту же точку дважды нельзя). Когда отмечено по n точек каждого цвета, игра заканчивается. После этого каждый игрок находит на окружности дугу наибольшей длины с концами своего цвета, на которой больше нет отмеченных точек. Игрок, у которого найденная длина больше, выиграл (в случае равенства длин дуг, а также при отсутствии таких дуг у обоих игроков – ничья). Может ли один из игроков обеспечить себе победу?
О т в е т: Существует выигрышная стратегия у второго игрока. 

Нарисуем правильный n-угольник, одну из вершин которого первый игрок отметил первым ходом. Пока не все вершины этого n-угольника отмечены, будем ставить синие точки в его вершины. Поскольку одна из вершин этого многоугольника уже красная, вершины многоугольника закончатся раньше, чем ходы второго игрока. Пусть теперь все вершины этого n-угольника отмечены, причём из них r красных и b=n−r синих. Будем называть дугу, соединяющую соседние вершины нашего n-угольника, красной, если оба её конца окрашены в красный цвет, и 29 синей в противном случае. Заметим, что красных дуг не более r−1. Действительно, красные дуги образуют одну или несколько групп подряд идущих дуг. Соответственно, и красные точки разбиваются по этим группам. Но в каждой такой группе дуг на 1 меньше, чем концов дуг. Значит, красных дуг меньше, чем красных точек. Поскольку всего дуг и всего точек поровну, то синих дуг больше, чем синих точек, то есть синих дуг не менее b+1. За следующие r−1 ход второй игрок должен отметить по одной точке внутри каждой из красных дуг. Посмотрим теперь, какая ситуация сложилась к последнему ходу второго игрока. Первый игрок отметил r вершин n-угольника и ещё n−r=b других точек. Следовательно, на одной из синих дуг нет отмеченных точек, и второй может обеспечить себе дугу длины, сколь угодно близкой к 2pR/n. С другой стороны, на каждой из красных дуг длины 2pR/n есть хотя бы одна синяя точка. Таким образом, второй выигрывает.[image: image10.emf] 
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